NIEROWNOSCI CYKLOMETRYCZNE

Wsérod — wielu  typdbw  nierdwnéci  rozwiagzywanych  przez  ucznidw  licedw
ogolnoksztatgcych, na uwagzastugua rowniez nierbwndgci cyklometryczne.

W okresie poprzedzgym wprowadzenie reformy edukacji narodowej w 19@8u,
tematyke t¢ mazna bylo realizowa podczas standardowych jednostek lekcyjnych, waklas
0 rozszerzonym zakresie nauczania matematyki. Gdeoo zredukowaniu okresu nauki w liceach
ogolnoksztatgcych do trzech lat, powgzemu zagadnieniu moa péwiccic uwag w ramach
zajg¢ matematycznego kota przedmiotowego.

Rozwigzywanie nieréwngci cyklometrycznych stanowi sposobBtautrwalenia tasamdaci
trygonometrycznych oraz stwarza #iwos¢ zapoznania 8i z podstawowymi tzsamdciami
cyklometrycznymi. Implikuje réwnie konieczné¢ okréelania monotoniczréei  funkcji

trygonometrycznych w odpowiednich przedziatach.
P 3 12 16
Rozpatrzmy nierownig: arccosé X+ arccosl—3 X2 arccos% X.

Ustalamy dziedzignierowndgci:
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Zbiorem wartéci funkcji f(x)=arccos jest przedzia{o;).

Analizujac powyzsza nierébwna¢ nalezy zatem rozpatrzydwa przypadki.
Przypadek |

Zaktadamyze lewa strona nieréwioi jest wyraeniem naleacym do przedziahsio; I'I>.

Spetniony by musi wéwczas uktad warunkow:
3 12
arccos-x+arccos—x=0
5 13
3 12
arccos- x +arccos—x<T1
5 13

Pierwsza z tych nieréwioi jest nierdwnécia tozsamdgciowa.



Pozostaje rozwizat nierdwnag:
3 12
arccos- x+arccos—x<I1 .
5 13
Po lewej stronie nierdwrioi pozostawiamy jedno z wyien cyklometrycznych:
3 12
arccos-x<T[1—arccos—x.
5 13

Obie strony nieréwrkzi naleza do przedziaiu<0;|‘|>. Zatem obie strony nioa traktowa

jako argumenty funkcjig(x) =COSX W przedziale(O;I'I>. Ze wzgtdu na to;ze funkcja g w danym

przedziale jest malgga, po przytaeniu operatora funkcyjnego g do obu stron nieréenmaley

zmieni zwrot nierdwnéci na przeciwny. Otrzymujemy:
3 12
cos(arcco% X) = cos(] —arccosl—3 X)
Korzystapc ze wzoru redukcyjnego mamy:

3 12
cos(arcco% X) = - cos(arcco:s@ X)

Czyli:
Ss -1 C 3412500 0 8500 Bys0 o x20 - X 0(0;+00)
5 13 5 13 65 65 65

Uwzgledniajac dziedzir otrzymujemy warunekx [ <O; i—g> .

Gdy warunek ten jest spetlniony, obie strony deigwej nierdwnéci naleza

do przedziatu0;M). Mozemy zatem do obu stron przgi@ operator funkcyjny g, partajac

0 zmianie zwrotu nieréwrgi. Otrzymujemy:
3 12 16
cos(arccos x +arccos— X) < cos(arccos—Xx).
5 13 65

Stosujemy wzOr wyrajacy cosinus sumyagow.
16

3 12 : 3.\ 12
cos(arccos x) cos(arccos—x) —sin(arccos: x)sin(arccos—x) < —Xx.
5 13 5 13 65

Korzystamy z tasamdci cyklometrycznej:

sin(arccos) =v1- x?



Otrzymujemy nierOwng:

2 2
§xGl—Zx— 1—[§xj 1—[1—2xj SEXQ ﬁsxz—\/l—ix2 E{/l—%xstXQ
5 13 5 13 65 65 25 169 65
36 , \/25—9x2 D{/169—144x2 16 36 , /25-9x% /169-144x*> 16
—X - S—Xe —X" - E S—X
65 25 169 65 65 5 13 65

Mnozymy obie strony nieréwrigi przez 65.

36% —/ (25— 9x?)(169-144x%) < 16X

Dokonujemy izolacji wyraenia pierwiastkowego, zmienigj jednoczénie znaki w obu

czynnikach wyraenia podpierwiastkowego na przeciwne.

J©x2 - 25)(144% —169) = 36x —16x
Rozwigzujemy nieréwné¢ pierwiastkow rozpatrugc dwa przypadki:

36x*-16x>0
(9% — 25)(144x* —169) = (36x° —16x)°
{4x(9x -4) 20

U 36x° -16x<0 =

4 5 5 4 5 5 O  4xO9x-4)<0 -
1296x" -1521x" - 360" +4225>1296x" —1152¢” + 256X

{xD(—oo;0>D<é:+°°) 0 XD(O 4)

1152¢ —5377x2 + 42252 0 '9

Dostrzegamy, 4 liczba x, = 1 jest pierwiastkiem wielomianu stopnia trzeciegatetn, na
mocy twierdzenia Bezout, jest on podzielny przeziahian P(x) =x-1.
Rozktadamy na czynniki dany wielomian.
W(x) =1152¢ — 53772 + 4225=1152¢ 1152 — 4225¢* + 4225 — 4225¢ + 4225=
=1152¢(x - 1) - 4225(x - 1) - 4225x ~ 1) = (x - 1)(1152¢ — 4225 - 4225
Wyznaczamy wyrgnik tréjmianu kwadratowego.

A =(-4229 -4 *1152* (- 4225 = 4225 + 4608* 4225= 4225* (4225+ 4608 =
= 4225* 8837 = 25% 16¢* 121* 73

JA =25%169*121*73 =5*13*11/73 = 715/73
Obliczamy miejsca zerowe trojmianu kwadratowego:

_4225-71573 _
230¢

_ 4225+ 71573
230¢

~082 X, = 449



ZatemW(X) = 1151)( _1) X — 4225- 715\l 73 X — 4225+ 715\/7_3
2304 2304

Otrzymujemy alternatyw

XD(—oo;O>D<g;+oo) 4
1152(X_1)(X _4225- 715\/7_3j(x _ 4225+ 715\/7_3j S0 u XD(O; 5)

2304 2304

Rozwigzujemy nieréwnéc stopnia trzeciego metadraficzra szkicupc przyblizony wykres

wielomianu.

P + +
_;;;}.Xa v 1RKWKMH““xnhﬁaﬂ_ﬂ,fff”ﬁf/Xﬁ )

xD(—oo;O>D<ﬂ;+oo)
X 0 xm(ofj -
XD<4225—715J7§ﬂ>[]<4225+715J7§u+w) 9

2304 2304
0 4225—715\/73;0>D ﬂ;l 0 4225+ 715\/73;+00) 0 xO O;ﬂ -
2304 9 2304 9
0 4225-715/73 1) 0 4225+ 715/ 73;+ oo)
2304 2304

Uwzgledniajac warunek spetniony w | przypadku otrzymujemiz(01) .

Przypadek Il
Zaktadamyze lewa strona nieréwioi jest wyraeniem naleacym do przedziah{7z;+o).

Spetniony musi by wéwczas warunek:
3 12
arccos- X +arccos—x> 77 .
5 13
Po lewej stronie nierdwroi pozostawiamy jedno z wyien cyklometrycznych.

3 12
arccos- X > 77— arccos— X.
5 13



Obie strony nieréwnii naleza do przedziatu0; 7). Zatem obie strony nina traktowa jako
argumenty funkcjig(x) = COSX W przedzialéo; 77>. Ze wzgtdu na to ze funkcja g w danym
przedziale jest malgfa, po przytaeniu operatora funkcyjnego g do obu stron nieréenmalery
zmienik zwrot nierownéci na przeciwny. Otrzymujemy:
3 12
CO$ arccos- X | < c0g 77— arccos— x
5 13
Korzystapc ze wzoru redukcyjnego mamy:
farecogs < -ooarcody
CO$ arccos-X | < —Cc0g arccos— x
5 13
Czyli:
3 12 3,12 39 . 60 99

Px<-EX o 2x+25x<0 o x+—-x<0 o —x<0 = x<0  xO(-0)
5 13 5 13 65 65 65

Uwzgledniajac dziedzir otrzymujemy warunekx [ <—i—§;0) :

Gdy warunek ten jest spetniony, lewa stronaseigiej nierowndci nalezy do przedziatu

(7T,+oo), za& prawa strona natg do przedziah(o; 7T>. Zatem nierowng jest spetniona

tozsamaciowo.
Biorac pod uwag oba przypadki otrzymujemy alternatyw

x(01) O xD<—i—§;O) . Jest ona rownowaa WarunkowixD<—1—§;l> :

Przedziat ten stanowi zbior wszystkich rozeah wyjsciowej nierOwngci.

Analogicznie maemy rozwizaé nierbwngc:
.3 .4 .
arcsmg X+ arcsmg X < arcsinx.
Musimy jedynie pamitaé, ze zbiorem wartéci funkcji h(x) = arcsinx jest
przedziai<—7—27;g> oraz,ze funkcjak(x) = sinx jest rosaca w przedziale{—i—;;@, co skutkuje

brakiem zmiany zwrotu nieréwici podczas przyktadania operatora funkcyjnego bloio jej

stron.

Zbiorem wszystkich rozwezan powyzszej nierOwneci jest(— ];O> O {:I}



Ponizej zamieszczam zestaw nierowaiocyklometrycznych, o zedicowanym stopniu

trudnaici, wraz z rozwizaniami.

3arcsinx —M <0

a
) Odp: x0(0;3)
Garcsini’ —6x+85)-M =0
b
) Odp: xD<6‘—f;2> O <4;#>
6arccos/2x - =0
% Sdo: x0(0:2
Odp: x0(0;%)
d) darctg(x* -3x-3)-M <0
Odp: xO(-1,4)
) darcctg(x+4)*-M <0
Odp: XD(—oo;—5> D<—3;+oo)
f) 2arctgs —arctgx>Z
Odp: x 0 (- ;)
) 2arccox —arcsink <%
J Odp: xO (@;1>
arccos —2arcsinx = -4
h
) Odp: xD<—l‘§>
. arcctg> < arctgx
) Odp: x0(L; + o)
) 3arctgx+ arcctgx< 7
V" odp: x 0 (= 00;0)
K 2arctgx—arcctgx> 7
Odp: xD(\/§;+oo)
) arcsing x +arcsing2x >Z

Odp: xD(];%>

arccos; X +arccogix <z
Odp: xO(%E)



p)

a)

Y

y)

arctg2x + arctgbx < 2
Odp: xO (— oo;%)

arcctg3x + arcctgdx = Z
Odp: xO (— oo;§>
arcsir(x\/E)+ arcsinx=7%
Odp: x[O <§@>
arcco:gx\/§)+ arccos< >z
Odp: xD<—§;%)

arctg(xﬁ )+ arctgxs< z
Odp: x[O (— oo;@>
arCCtg(X\/g)+ arcctgx<Z
Odp: x[J (ﬂﬁw;ﬂo)

arcsir{l- x) - 2arcsinx < 2
Odp: x(0)

2arcsinx + arcco§l— x) < 0
Odp:x=0

Aarcsinx + arcco{;L— XZ) <0
Odp: x (- 1,0)

arctg(x + 2) - arctg(x +1) > Z
Odp: xO(-2-1)

arcsin —arcsinvl-x >arcsing
Odp: x01($:3)0 (811

arctgy x* + X +arcsiny x> + x +1< 2
Odp: xO{- 1.0}

arcctgy x +arccos/x—-1<Z

Odp: xO (\/5;2>

arccos X +arccos X > arccos
Odp: xO(-1.1)



