ROWNANIA TRYGONOMETRYCZNE Z PARAMETREM

Do grupy zagadniematematycznych, w ktérych wygiuje pogcie parametru, natg
réwnania trygonometryczne.

Rozpatrywanie rownatrygonometrycznych z parametrem stwarzalimm $¢
powtorzenia i utrwalenia flsamdci trygonometrycznych oraz, w niektérych przypadkac
rowniez tozsamdci cyklometrycznych. Problematyka ta stanowiz@kposobni do
opanowania umiefnosci wyznaczania zbioru waroi funkcji ztozonych.

W przypadku powsszych rowna tres¢ zadania obliguje nas najgziej do
wyznaczenia zbioru tych wszystkich waxtoparametru, dla ktérych dane réwnanie posiada
rozwigzanie.

Rozpatrzmy kilka przyktadow tego typu zada

Przykiad 1.
Dla jakich wartéci parametru m rownanie:

sin* x-cos' x=6m-cos 2x posiada rozwzanie?

Wyznaczamy dziedzigrdéwnania:
D:xOR
Rozktadamy lew strore rOwnania na czynniki, korzystgj ze wzoru skréconego
mnazenia.
(sin? x + cog x)sin? x - cos’ x) = 6m - cos’ 2x
Whngtrze pierwszego nawiasu stanowi jedymikygonometrycza, za wyrazenie
wystepujace w drugim nawiasie jest przeciwne do cosinusakdenasci kata x.
Otrzymujemy:
—C0S2X = 6M—cos 2x
Przenosimy sktadniki zawiekgje zmienn na lew strorg rownania, zasktadniki
zawierajce parametr na pravstrore.

(0 cog’ 2x - cos2x = 6m

Definiujemy funkcg ztozona f.

f(x) = cos’ 2x — cos2x

Musimy wyznaczy zbior wartdci tej funkcji.

Rozpoczynamy od rozpatrzenia wiagridunkcji wewrgtrznej g(x) = cos2x. Funkcja
ta jest funkcj ograniczon i bez wzgédu na okres zasadniczy przyjmuje wszystkie waitp
przedziatu(-11) .

Przechodzimy do dyskusji wkasiod funkcji zewrgtrznej h(t) =t? —t. Interesuje nas
obraz przedziahf-11) w odwzorowaniu h.

Obliczamy miejsca zerowe tej funkcji.

h(t)=0 = t?-t=0 = t(t-1)=0 - t=00t =1
Obliczamy warté¢ wyroznika trojmianu kwadratowego.
A=b’-4ac=(-1)*-400=1
Wyznaczamy wspoteine wierzchotka paraboli.

—_—b =1
tw_ 2a ~ 2
Y, =—A4 =_1
w 4a 4

ZatemW = (%,—i).
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Obliczamy wartéci funkcji h na kracach przedziatf- 11).
h(-1)= (-1 -(-1)=1+1=2
h(1)=1?-1=1-1=0

Szkicujemy przybliony wykres funkciji h.

hity

i ‘
0.3 i

Odczytujemy obraz przedzia(br 1;1> w odwzorowaniu h.

h{(-11))=(-4:2)
Jest to jednocZaie zbior wszystkich wartgi funkcji f.
Zatem f (R)=(-1;2)
Réwnanie(E) posiada rozvezanie wtedy i tylko wtedy, gdy wyizanie wysgpujace
po prawej stronie natg do zbioru wartéci funkcji f.
Otrzymujemy:

em=-1 (m=-4
6mO(-1;2) = {6m<24 - { 3

Przyktad 2.
Dla jakich wartéci parametru m réwnanie:

sin®x—(3m-1)sinx+2m?-2m=0 posiada rozwzanie?

Wyznaczamy dziedzénrdéwnania:
D:xUOR
W powyzszym rownaniu warkd wspotczynnika przy funkcji trygonometrycznej,
wystepujacej w pierwszej pedze, zaley od parametru m. Nie niemy wicc w tym
przypadku zastosowarocedury, ktér postizylismy sk w poprzednim przykfadzie.



Wprowadzamy zmieryipomocnicz t =sinx.

Otrzymujemy:

(Ot?-(3m-1)t +2m(m-1)=0

Aby wyjsciowe réwnanie posiadato rozyzianie, réwnanie([) musi posiada
przynajmniej jeden pierwiastek naiey do przedziat(-11).

Obliczamy wyré@nik tréjmianu kwadratowego.

A =[-(Bm-1)f - 42m(m-1) = (3m-1)* -8m(m-1) = 9m? - 6m+1-8m? +8m =

=m? +2m+1=(m+1)° >0

Zatem réwnanie to posiada dlazkagom[I R co najmniej jeden pierwiastek

rzeczywisty.
VA =(m+1f =jm+1

Wyznaczamy pierwiastki tréjmianu kwadratowego.
t = -b-ya _ 3m-1-jm+1

2a 2
t = —b+y/D — 3m=1+m+]]
2~ 2a 2

Ze wzgkdu na postapierwiastkow trojmianu kwadratowego, ama przypé, ze:
t = 3m-1-(m+1) — 8m-1-m-1 — 2m-2 — 2(m-1) -m-1
1

2 2 2 2
— 3m-1+(m+1) _ 3m-1+m+l — 4m —
t, = 2 - 2 =5 =2m

Rownanie wyjciowe posiada rozwzanie wtedy i tylko wtedy, gdy:

az0 1#0 mUR
A=0 -4 (m+17=0 - {mdR -
t0(-1) 0t,0(-11) |-1st<10-1<t,<1 |-1sm-1<10-1<2ms<1

2
Osms<20-ismsi - mO(02) OmO(-%;4) = mO(-4:2)
Odp:mO(-1;2)

Przykiad 3.
Dla jakich wartgci parametru m rownanie:

MSIiN6x —cos6x =2m  posiada rozwizanie?

Wyznaczamy dziedzégroéwnania:
D:xUOR
Zastpujemy parametr m przez waséacotangensa konkretnegat&.
ctg(arcctgmsinéx — cosbx = 2m
Wyrazamy cotangensaka za pomog sinusa i cosinusa tegatk.
%si%x — cosbx =2m
Sprowadzamy wyrgenie wysg¢pujace po lewej stronie rownania do wspolnego
mianownika.

sinéx cog{arcctgm)-sin(arcctgm) cossx
sin(arcctgm)

=2m




Dostrzegamy,z licznik utamka jest rozwirtym sinusem rénicy katow.
sin(6x—arcctgm)

siniarcctgrﬁ =2m
W mianowniku zmieniamy postavyrazenia cyklometrycznego, korzysiajz
tozsamaci:

arcctgx=arccos—=
1+x

=
Otrzymujemy:
sin(6x—arcctgm) =2m
sin[arccosﬁj

Stosujemy teésamda¢ cyklometrycza:

sin(arccosq) =v1- x?

Mamy:
sin(6x-arcctgm) _ om o sin(6x-arcctgm) _ om o sin(Gx—f\rcctgm) -2m o
l_[ :mzjz l_ﬁ et
V1+m? sin(6x — arcctgm) = 2m
Wspotczynnik wysipujacy po lewej stronie réwnania przyjmuje wabdodatnie dla
kazdegomOR

Zatem: sin(6x - arcctgm) =

2m
V1+m?

Definiujemy funkcg f:

f (x) = sin(6x — arcctgm)

Zbiorem wszystkich wartei tej funkcji jest przedziaf-11). Réwnanie ma vec
rozwiagzanie wtedy i tylko wtedy, gdy wykanie wysgpujace po prawej stronie naidg do
tego przedziatu.

Otrzymujemy warunek:

2m

T D) = {@;1

1+m?

Powyzsza koniunkcja jest rownoumaa nieréwnéci modutowej
<1

2m
1+m?

Obie strony nierOwniei s3 nieujemne, zatem memy w sposéb réwnowviay
podni&é¢ oba wyraenia do kwadratu.
2m

2
2m 4m? 4m? am?  _

4m2—m2+1lso o amem’ale ) ?;nmz_i-llso - (f:’.m2 —1)(m2 +1)SO -

m? +1 m?+1
gt - 1)t +1)<0 - Fm+2)m-2re +1)<0 - m(-2;4%)
Odp:mD<—@-@>
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Ponizej zamieszczam zestaw zadaviagzanych z problematykrowna
trygonometrycznych z parametrem, ozrn@owanym stopniu trudroi, wraz z
odpowiedziami.

Zad.
Dla jakich wartéci parametru m ponsze rOwnania posiadajozwiazanie?

a)sin’x+cosx+m’ =0
Odp: mO(-12)
b)3cos x— 4sinx+m-3=0
Odp: mO(-4:7)
C) cos2x +3cosx—-m=0
Odp: mO (-4 ;4)
d) cos2x —4sinx-2m+1=0
Odp: mO(- 2;2)
€) COS2X + msinXx + 7 = 2m
Odp: mO(2:6)
f) cos x+2(m-1)cosx —8m? +10m-3=0
Odp: mO(01)
g)sin®x - (3m-1)sin® x + 2m? -2m=0
Odp: mO(0;4) 0 (1,2)
h) cog x + 2(m—-1)cos x —8m* +10m-3=0
Odp: mO(2;1) 0 {}
i)sinx+sm(x ’3’)
Odp:mD<—\/2+x/§;—\/2—\/§>D<\/2—x/§;\/2+\/§>
j)sinx- sm( ) m’ =5
Odp:mD<—\/5+\/§;—\/5—\/§>D<\/5—x/§;\/5+\/§>
k) cosx + codx - Z)=m? -3
Odp:mD<—\/3+\/§;—\/3—\/§>D<\/3—x/§;\/3+\/§>
1) cosx - codx +22) = m? - 4
Odp:mD< Ja++/3;—/4-43 > <\/4 \/_\/4+\/_>
})sin*x+cos x=m*-4
Odp:mD<—\/§;—¥>D<$;\/§>
m)sin* 6x+cos' 6x =m?* -2
Odp: mD< V3;- @>D<@x/§>




n)sin*7x+cos 7x=nm’" -9

Odp:mD<—\/ﬂ);_@>D<@;\/ﬁ>
0)sin® 2x+cos 2x =m? -1

Odp: mO(-+2;-%) 0 (£:42)
p)sin®x+cos x=m’ -2

Odp:mD<—\/§;—%>D<% \/§>
q)sin® 7x+cos 7x =m* -5

Odp: mO{~6:-2) 0 (“2::6)
r)sin®3x+co< 3x =m? -8

Odp: mD<—3;—%> 0 <@ ;3>
s)sin®4x+cog 4x=m* -6

oo (7405147
t)sin® x+co$x=m*-4

Odp: mO(~5;=2) 0 {+{%:5)
u)sin’3x+cog3x=n’ -3

Odp: mD<— 2;—#> O <ﬂ ;2>
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v)sin®6x+cog6x=m’ -1

Odp:mD<—\/§;—¥>D<¥; 2>
w)sin®5x +cog5x=m? -7

oo -23-45) 027
X)sin3x + mcos3x = 5m

Odp: mD< 120 £>
y)sin5x — mcossx = 4m

Odp: mO)(~42;42)

Z) msin2x + cos2x =3m
Odp: mD<—@;@>



